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AVERTISSEMEIVT. 

Jja Tliéorie que jecléveloppc dans cet Opuscule, dérivant 
essenfielleinont de la propriété de la ligne la plus courte 
sur la surlVice de la terre, je ne puis manquer, en partant 
de celte propriété, de rcloinl)cr sur quelques-unes des 
formules que M. Legendre a publiées . dans son excellent 
Mémoire sur les Triangles sphéroïdiques, et que j’ai déjà eu 
occasion d’employer; mais les nouvelles conséquences que 
j’en tire, pourront, à cause de leur utilité, intéresser les 
Géographes à qui l’analyse est familière. 

N. B, J ctai» loin de penser qn'en traitant à fond , dans le Supplément ao 
deuxième livre du Traité do l'opographie , la ’rhéctrie de la Projeclion modifiée 
de Flantitéed, sur laquelle M. Henry a publié un Mémoire en 1810, dont j'ai 
rendu compte dan» le Moniteur du o 4 niai 1811 , je nirttrais cet Ingénieur dans 
la nécessité de réclamer la priorité à cet égard (^Journal de la Cotrespondance 
de M. de Zach , juin 181 1 , page 5 £) 3 ) ; pui.<<ju*il n’ignorait point que, dès 1807, 
je m’étais fait un plaisir d'annoncer ce Mémoire, et d’en donner, d'après son 
invitation, un petit extrait à la page 14B de ma Topographie. D'ailleurs, eussé-je 
réuni le premier en corps de doctrine tout ce que l’on sait depuis long-temps 
Bur la projection dont il s’agit, ou traité certaines parties qui en dépendent, avec 
plu» de simplicité et d’élégance qu’aucun autre Géomètre, l’ouvrage de M. Henry 
n'en serait pas moins utile et intéressant sous tous les rapports*, mai» il est certain 
que l’on connaissait avant lui et moi te» propriétés de cette projection, ainsi que 
la plupart des procédés graphiques qu’il expose. 


Paris f juin 1813. 
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MÉMOIRE 

SUR 

LA PROJECTION DE CASSINI. 


Avantages qui résultent en levant les déUùls topographiques 
à la projection même de la carte d'ensemble. 

1. Les iticthodes géométriques adoptées pour les levés de détail 
d’un pays d’une grande étendue, donneraient immédiatement pour 
projection une espèce de perspective des points et des lignes que 
l’on considère sur la suiTacc du sphéroïde terrestre , en prenant pour 
rayons visuels les normales b cette surface , si l’on pouvait cfl’ectucr 
cette projection sur une autre surface qui lui fût scmblaLle; mais 
dans tout l’espace où les directions du Cl-à-plomb peuvent être 
considérées comme parallèles, la projection dont il s'agit dégénère 
sensiblement en projection orthogonale, et est supposée être faite 
sur un plan langent à la surface de la terre ayant pour point de 
contact le milieu de ce petit espace. En relevant donc des -détails 
topographiques de proche en proche, par les mêmes procédés, on 
a une suite de caries tracées .sur des plans fangens différens , et 
qu’il est par conséquent impossible d’assembler exactement sur une 
même surface plane ; puisque la somme des angles plans dont 
’se compose un angle polyèdre convexe, est toujours .plus petite 
que quatre angles droits. Pour éviter la disjonction des parties com- 
munes à ces caries particulières. Ton est donc obligé de choisir 
un système de projection qui se prête à leur réunion. Quoique tout 
système de celte nature puisse procurer cet avantage, non toute- 
fois sans altérer plus ou moins la configuration des objets ainsi que 
leurs positions respectives, celui des distances à la mériiUcune et b. 
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la perpendiculaire, employé pour la première fois par Cassini , est 
cependant presque le seul dont on a luit usage jusqu'à présent, soit à 
cause de la simplicité des opérations graphiques qui eu dépendent, 
soit pour imiter en cela les illustres Auteurs de la Carte de France, 
qui, par leurs Immenses travaux géodésiques, ont si puissamment 
contribué aux progrès de la topographie des grands Etats. 

Mais convient -il de former d’abord le canevas d’une carte à 
la projection de la gravure cl h réchelle des détails , pour les y 
tracer à mesure qu'oii opère sur le terrain, afin d'en avoir immé- 
diatement rensemble , et de régulariser par ce moyen les travaux 
des ingénieurs j ou bien ne vaut-il pas mieux lever ces détails 
isolément et par limites naturelles, c'est-à-dire en suivant le cour» 
des rivières on des chemins , etc , pour les assujélir ensuite à la pro- 
jection du canevas général ? La première méthode serait , sinon 
impraticable, du moins extrêmement fastidieuse et embarrassante, 
si la projection défigurait consiilérablemcnt les surfaces qui avoi- 
sinent les limites de la carie, à cause de la nécessité où l’on serait 
de faire à chaque moment des réductions aux grandes longueurs 
ainsi qu’aux angles mesurés sur le terrain, pour les projeter sur la 
caria ÿ mn i t cniinini , - d ii n a 4aa Jwiit lavés, les points trigonomé- 
trîques rigoureusement projetés sont très-rapproebés les uns des 
autres, et que c’est à ces points que se rattachent les opérations 
de détail, on est dispensé d’avoir égard à ces réductions, même 
lorsque la carte a beaucoup d'étendue en longitude, vu que les 
erreurs qui en résultent alors sont de peu de conséquence, et 
qu’elles ne peuvent d'ailleurs s’atrcrolire indéfiniment. Ce fait se 
vérifie d’autant mieux, que la projection altère moins les formes 
des objets situés dans les régions où ses défauts se font sentir 
le plus; et il en résulte ce précieux avaulage, comme je l'ai déjà 
dit ailleurs , que les bandes ou feuilles de détail peuvent s’assem- 
Wer et se réduire à l’échelle de la gravure , sans qu’on soit obligé 
de changer de projection. L’autre méthode qui parait en premier 
lieu plus exacte que celle-ci, est néanmoins sujette elle-même à 
plusieurs inconvéniens assez graves, et ne présente pas plus de 
précision dans ses résultats; parce qu’elle exige que les levés, pour 
former un tout continu, soient derechef assujétis à la projection 
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3a canevas de la carie gt'ne'rale; or, celle nouvelle opération est 
fort longue et fort pe'nible, et ne peut se faire souvent sans porter 
quelqu’atleinK à l'exaclitude des détails obtenus directement, sur- 
tout s'ils sont nombreux , et si la carte comprend une grande éten- 
due de pays. D'ailleurs il n’y a rien de plus incobérent et de plus 
nuisible au bien du service, que celte foule de petites cartes dé- 
tachées qui ne peuvent se prêter à la vérification et à la réunion 
de leurs parties communes , qu’après avoir subi des altérations 
plus ou moins considérables. Je pense donc que toutes les fois 
que l’exécution d’une carte est confiée à la même administration, 
l'on doit établir les détails sur les bandes mêmes faisant partie du 
canevas général et définitif; et qu’il ne faut procéder autrement 
que quand il s’agit de rédiger une carte avec des matériaux déjà 
exislans. Aussi les cartes des quatre départemens réunis, du royaume 
d'Italie , du Mont-Blanc , etc. , qui s’exécutent d’après la méthode 
des distances à une méridienne et à sa perpendiculaire, parcc que 
l’on avait eu d'abord en vue de les réunir à la carte de France , 
offrent-elles l’qxemple de la plus parfaite régularité (i). 

Tous les géographes savent que sur cette carte , les distances 
mesurées sur le méridien rectiligne de P.vris , et suivant des droites 
perpendiculaires à ce méridien, y sont les mêmes que sur un globe 
semblable au sphéroïde terrestre et supposé construit à l'échelle 
de celte carte; mais aussi ces perpendiculaires y étant parallèles, 
tandis que les courbes dont elles sont le développement convergent 
vers l'équateur, il en résulte que les autres distances et les aires 
sont d'autant plus altérées sur cette projection , qu’elles sont prises 
plus loin du premier méridien. 

11 parait que l'on ne s’était imposé la loi de développer en lignes 


(i) On ne sanrait disconvenir que la carte de Cassini , malgré l'estime dont elle 
jouit à beaucoup de titres , ne soit très-fautive dans toutes les parties qui n’ont pas 
été assujélies à de bonnes triangulations , principalement dans celles qui forment 
tes limites de l'ancienne France; ü serait donc très -inconvenant de dénaturer 
d'excellens matériaux topographiques, pour former le complément d'une carte 
qui ne donne d'ailleurs aucune idée exacte du relief du terrain , ni de l’étendue- 
et de la forme des habitations, mais qui serait le plu» beau et le plus vaste monu- 
ment de ce genre , si elle étmt refaite d'après les nouvelles méthodes. 
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droites le me'ridici» principal et tous les arcs qui lui sont perpeu* 
diculaircs, qu’aOn de déterminer les projections des objets suivant 
la méthode même dont on avait fait usage pour en reconnaître 
les positions respectives sur la terre ; car c’est à de telles coor- 
données rectangles que les sommets des triangles qui composent 
le canevas de la carie de France ont été rapportés. Cependant, 
comme il est plus commode en géographie d'assigner les positions 
des lieux au moyen de leurs latitudes et de leurs longitudes, il 
est assez surprenant qu'on n’ait point tracé les méridiens et les 
parallèles sur les feuilles de cette carte, ainsi que cela se pratique 
maintenant au Dépôt de la guerre sur la projection qui y est adop- 
tée pour la gravure, et que Cassini ne parle nulle part, du moins 
que je sache, de la méthode de construire ces courbes. Je répa- 
rerai ici cette omission; mais afin de procéder du simple au com- 
posé, je considérerai d'abord la terre comme sphérique, ensuite 
je ferai connaitre les modifications qu’éprouvent les équations des, 
projections des méridiens et des parallèles pour le cas où notre 
globe est supposé un ellipsoïde de révolution ; enfin je donnerai 
un nouveau système de formules pour déterminer' dans tous les 
cas, d’une manière simple et exacte, les distances d'un point à 

une — Pt - il 

7 ™ Hypottièse , la Terre étant sphérique. 

Ili/untions exactes et approchées des projections des méridiens 
et des parallèles. 

a. U.NE construction est propre à donner un aperça des prin- 
cipales propriétés de la projection actuelle : proposons-nous donc 
de projeter un demi-fuseau sphérique dont l’angle soit de aoo 
grades. Pour cet effet, développons en ligne droite le quart du 
méridien qui passe par le milieu du fuseau; construisons, tant au- 
dessus qu’au-dessous de celte ligne comme base , un quarré, et 
partageons les côtés de chaque quarré en parties égales , en lo, 
par exemple; puis joignons, par des droites, les points correspon- 
dans de denx bases opposées : ces droites seront les projections 
d’arcs perpendiculaires au méridien principal développé en ligne 
droite, et l'ensemble de ces deux quarrés formera un rectangle 

dont 
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dont les deux cAlés les plus longs seront, l'un la projection de 
la moitié do l'équateur , l'autro celle du demi-méridien qui fait 
avec la projection du méridien principal, un angle de loo». Enfin 
les points équidistans , marqués sur la projection de l’équateur , se- 
ront ceux par lesquels devront passer les projections des méri- 
diens , tandis que les points de division du méridien principal et 
du méridien extrême de la carte, qui lui est perpendiculaire , seront 
les points où les projections des parallèles couperont ces lignes. 
Quant à la manière de déterminer mécaniquement d'autres points 
intermédiaires de ces courbes , ce serait de prendre sur la carte 
d'un globe divisé conformément à l'Iiypotlièse ci-dessus, les lon- 
gueurs des ares perpendiculaires au méridien principal, et compris 
entre ce méridien et le parallèle on le méridien que l'on consi- 
dère; puis de porter les longueurs réduites iirécbelle de la carte, 
sur les perpendiculaires correspondantes. 

En supposant donc que l'on ait exécuté celte construction qui 
n'a rien de didicile , et qui forme une figure partagée en deux 
parties symétriques par le méridien rectiligne, on reconnaîtra sur- 
Ic-cbamp que les parallèles coupent ù angles droits le méridien 
principal; que les quadrilatères compris entre deux méridiens et 
deux parallèles, sont d'autant plus altérés dans leurs formes et leurs 
dimensions , qu’ils s'éloignent davantage du milieu de la carte ; que 
les espaces renfermés entre deux perpendiculaires au méridien 
principal, dilatent, dans une progression très-sensible, les espaces 
correspondans sur le globe; enfin qne la carte de Cassini n’est à 
proprement parler qu’une carie plate très-analogue è celles dont 
les marins faisaient usage avant l'invention des cartes léduites : en 
effet, la seule difl'érence qui existe entre l’une et l’autre, c’est que 
l’axe principal est on méridien dans la projection de Cassini, et est 
l’équateur dans une carte plate. 

Si on supposait la terre ellipso'idique , cela ne changerait rien à 
ces conclusions, et les intervalles entre les parallèles, mesurés sur 
le méridien rectiligne, seraient encore sur la carte dans les mêmes 
rapports que sur le globe. 

Maintenant soient pris sur la terre pour axes des coordonnées 
rectangles le méridien principal et l’équateur, cl soient désignées 

a 
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par X , X' les lalilades du pié M ei de l'eitremité M' d'une per- 
pendiculaire MM' =jr i ce méridien. Soit en outre 9 la longitude 
du rodiridien qui passe par l’extrémité M', comptée à partir du 
méridien principal, et P un des pôles: on aura par la propriété 
du triangle sphérique rectangle PMM' , et en supposant le rayoa 
de la terre = i , l’équation 

(i) ^ogj' = cos X tang p. 

Mais , puisque sur la carte , oii la projection du triangle PMM 
est pmm' , les coordonnées rectangles de la projection d’un point 
sont de meme longueur que sur la terre, il s’ensuit que si X et 
jr sont considérées comme variables, et p comme constant, l’équa- 
tion précédente sera celle de la projection m'p d’un même méridien 
M'P i on pourra donc obtenir toutes ces courbes sur la carte, en 
donnant à p des valeurs convenables, et cherchant le système de 
points que fournira cette équation, en y faisant. varier la latitude 
ou l’abscisse X, peur en conclure les valeurs correspondantes de 
J ou de l’ordonnée nvm'. 

Le même triangle sphérique PMM donne 

ainsi, en supposant seulement X' constante , ccit'e équation sera 
celle de la projection d’un parallèle ; et attribuant au contraire dif- 
férentes valeurs à X' , on aura autant de projections de ces courbes. 
Mais dans la pratique on préfère ordinairement de déterminer 
sur la carte les coordonnées des points d’intersection des méridiens 
et des parallèles, menés par exemple de décigrades en décigrad&s : 
or, cela est facile, en combinant les équations (i) et (a) dans 
lesquelles les iueounues X et ^ ont alors les memes valeurs; ainsi 
la longitude p et la latitude X' d’un point étant données, on aura 
ses coordonnées X et_y' au moyen des deux équations dont il s’agit, 
ou bien eu ayant recours à ces deux autres 

(5) cot X = cot X' cos ^ , (4) sin/ = cos X' sin ^ , 

pour éviter l’éliminatioo. 






Les valeurs dè X el de ^ seront exprimées en grades ou en de- 
grés, selon que l’on emploiera les tables de logarithmes relatives 
à la nouvelle ou à l'ancienne division du cercle; el, comme le mé- 
ridien rectiligne ou l'axe principal de la carte est censé divisé 
en unités de même espèce, il sera inutile de réduire ces valeurs 
en mètres; elles seront donc prises immédiatement sur cet axe 
ou sur l'échelle divisée de la même manière. 

S'il arrivait que les coordonnées d'un point excédassent les di- 
mensions d'une feuille de la carte, il faudrait transporter l'origine 
des axes à l’un des angles de la feuille sur laquelle ce point doit 
être projeté , comme cela se pratique ordinairement , et comme 
je l'ai sufüsamment explique dans le Supplément à ma Topographie. 

Les éqnations rigoureuses (i) et (3), qui peuvent être employées 
sans inconvénient pour les cartes particulières construites à l'échelle 
du loooooo'^, parce qu'alors l'aplatissement de la terre doit être 
considéré comme nul, font voir que les courbes cherchées sont 
transcendantes de leur nature ; mais si l'on ne considère ces courbes 
que dans une très-petite étendue , elles peuvent être rendues al- 
gébriques. En effet, en supposant fort petite la longitude ÿ du mé- 
ridien extrême de la carte , la perpendiculaire y aura elle-même 

très-peu d'étendue; donc à cause de tang on 

aura en faisant X=:£-t-x, et considérant que x pourra alors dif- 
férer de L d'aussi peu qu’on voudra , puisque cette latitude est 
arbitraire, ou aura, dis-je, en vertu de l’équation (1) 

v< 

J + % = cos (L -f- x) Ung <p ; 

puis développant le facteur cos(£-f-x), et rejetant les termes 
supérieurs au second ordre , on trouvera 

( 5 ) ^-l-j = tangpcosi — xtangpsin£— — tangpcosZ, 

Telle est l'équation approchée de la projection d'un méridien; 
mais pour ne comprendre à-la-fois qu’une petite portion de cette 
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courbe, l'on prendra pour “valeur de L la latitude X' d’une des 
extrémités de la partie qu'on veut tracer, et alors on pourra négliger 
les termes du troisième ordre; on aura donc dans ce cas 

(SQ j' = tang^cosX' — JCtang^sinX'; 

ce qui prouve que les méridiens ont en général très-peu de cour- 
bure, et que leur partie comprise entre deux parallèles rapproebés 
est sensiblement rectiligne. 

Si on &itla même hypothèse dans l’équation (a), on obtiendra, 
en y substituant pour cos et sin X, leurs valeurs i et 

sin(X'-f-x), et en s’arrêtant toujours «dans le développement 
aux quantités du second ordre, 

(6) J‘ =: cot X' — X*. 

Les parallèles de la carte sont donc à très-peu près circulaires ; 
mais leur courbure est en général plus sensible que celle des 
méridiens, puisque quelle que soit la petitesse de x, l'équation 
précédente ne se réduira jamais au premier degré. Comme il est 
permis de supprimer le terme en x‘, l'équation de cet parallèles 
deviendra à la parabolçi_car üfilLavirA alors_ 

(6') j' = ax col X' ; 

ainsi ces deux dernières courbes sont oscnlatriccs. 

D’après ces considérations, les méridiens et les parallèles, snr la 
projection de Cassini, sont Ircs-fiiciles è tracer. 11 est à remarquer 

qu’il faudra, dans ces équations approchées, mettre^ et-^ au lieu 

des coordonnées x et exprimées en mètres , r étant le rayon 
moyen de la terre; vu que ces équations se rapportent à une sphère 
du r-iyon == i . 

Si on combinait entre elles les équations (5') et (6'), pour 
lesquelles l’origine des axes est au point dont la latitude est X', 
on aurait les coordonnées du point d’intersection d’un méridien et 
d'un parallèle, dans la supposition que la latitude X' et la longitude 
P de ce point sont connues; mais il est encore plus simple pour 
eet effet de faire usage des formules rigoureuses (3) et (4). 


Détermination de l'angle formé par deux courbes de projection! 


S. Che/chons maintenant l'expression générale de l’angle que 
denx conrbes de projection font entr’elles. D’abord désignons par 8 
l’angle qn’une tangente à un méridien fait sur la carte avec la ligne 
des X, et par 6' celui qu’une tangente à un parallèle fait avec cette 
même ligne; puis supposons que ces deux angles aient pour sommet 
commun l’exU^mité m' de l’ordonnée jr. On aura 

**“6® = J* 


et tirant de l’éqnaüon rigoureuse des méridiens la valeur du rapport 
on obtiendra, à cause de la relation (a), 

tangd = — tangÿ cosj' sinX'; 
on aura aussi 


,ang8 = . 

” taog*f 


• sin_^ cos_;^ tang X. 


Tirant pareillement de la relation citée la valeur du rapport 
on anra, relativement aux parallèles. 


tanetr = ■ 


taogxuogj' 


mais à cause de tang/ = cos X tangp, il s’ensuit que 
tangd' : 


1 COS^ COt P 

■ HDAtang^ «in a' ^ 


De cette valeur et de la précédente , il est aisé de conclure qu’en 
général les méridiens et les parallèles de Ife carte ne se coupent point 
è angles droits, comme snr la terre; car il £ntdrait pour cela què 
l’équation tang 6 tang 8' os i fut satisfaite: or au contraire on a 

tang8 tang8' = cos*/ ; 

mais celte propriété Se manifeste lorsque l’ordonnée / = o : donc 
tontes les ptqjeclioDs des parallèles sont perpendiculaires à celle 
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du méridien principal. 11 est en outre remarquable que les méri- 
diens forment cnlr'eux sur la carte les mêmes angles que sur le 
globe. 

l.orsque/=ioo«, on a aussi nécessairement ioo°, clX'=o; 
alors les valeurs de langS et de tangS' deviennent nulles; ce qui 
fait voir que la projection de Cassiiii défigure très-rapidement les 
surfaces, en allant du milieu de Ja carte vers ses limites orientales 
ou occidentales. Les longueurs ne sont pas altérées avec moins de 
rapidité, puisque la distance de deux perpendiculaires au méridien 
principal, au lien d'être nulle à la longitude de 100 °, comme sur 
le globe terrestre, est toujours égale à celle qui les sépare sur ce 
méridien. 

Pour comparer entre eux l'angle 3/' et sa projection /»'= 100 ' — 9 , 
il faut se rappeler que dans le triangle sphérique rectangle PMM', 
on a 


Ung = 


tang M* 


et que par ce qui précède 

, ! cot K 

tang m = : 

° «n^y coèy coày 

Si en outre P'^ désigne fanglë formé sur là terre par un paral- 
lèle et une perpendiculaire j au méridien, l’on aura, à cause de 
F= loo»— M', 

tang F' = sin^;' tangA; 


et d'après l'un des résultats précédens, la projection vs ioo° — 9'. 
de cet angle sera 

tang v=ï: lang_y tang A 

Les angles 9 et 9'^ serveM à déterminer les directions des méri- 
diens et des parallèles sur la carte, et, par suite, les points où ces 
lignes coupent celles du cadre d'une feuille. 

L’expression de la tangente trigonométrique de l'angle que la 
projection d’une ligne géodésique on de plus courte distance fait 
avec une ordonnée, se détermine aussi très-aisément, lorsque l’on 
tonnait la direction de cette b'gne sur la terre. En effet, soit B le 
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point où cette ligne géodésique M.'B rencontre le méridien prin> 
cipel sar le globe , et 6 la projection de ce point sur la carte : soient 
en outre X et^ les coordonnées du point M\ et a l'angle MM'B\ 
enfin X la distance MB = tnb. La projection oi de l’angle <», à 
cause de l'équation 

(7) »»8«='-æ 


fournie par le triangle sphérique rectangle MM B, sera donnée par 
la formule suivante, conforme à celles trouvées ci-dessus. 


( 8 ) 


tang <»' = 


d% 

Ty 


tans *, 
coaj' ’ 


donc l'angle qu’une ligne géodésique fait avec une perpendiculaire 
à la méridienne diflêre en général de sa projection; mais l'égalité 
de ces deux angles a lieu à l'origine m de la perpendiculaire, 
puisqu’alors cos,;' = i. 


Si on rapproche de ces conséquences celles analogues que j’ai 
déduites des principes de la projection modifiée de Flamstéed , 
page 49 <1" Supplément à la Topog.), on se convaincra que cette 
dernière projection mérite la préférence sur celle de Cassini, lorsqu» 
la carte a beaucoup d’étendue en longitude. 


Quadralurt des espaces ftsr la projection.. 

4- Un quadrilatère sphérique formé par des arcs de grand cercle 
et dont deux angles adjacens au même côté sont droits, a pour pro- 
jection un trapèze rectangle mixtiligne, lorsque deux des eûtes 
opposés de ce quadrilatère sont des perpendiculaires à la méri- 
dienne , et qu’un des autres edtés est cette méridienne clle-méme. 

Voici différens moyens pour connaître, avec une approximation 
indéfinie, le rapport qui existe entre les aires de ces deux figures. 

Soient J, y les (ordonnées des extrémités de la projection m'rl 
de l’arc de grand cercle Af'A'; et x, x' les distances /»ê, ni, de- 
ces ordonnées à la projection b du point B où l’arc M'N' ren- 
contre le méridien principal. L’expression difTérentielle do l'aire 2' 
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du quadrilatère nm'H'n sur la carte sera évidemment 
dZ' =jdx , 

et de lè on aura 

2' = //dx-4-coBst. 

Cette intépale n'est pas susceptible d’étre de'terminée rigoureu- 
sement; mais pour tons les cas où l’angle opposé à l’ordonnée y 
est plus petit qu’un demi-quadrant, on peut l’obtenir par une série 
convergente. En effet è cause de 

jr — eide tang/= sin x tang.B, 

on a 

2' =/sin X tang^rfx — sin’x lang>.Bix const. 

= — tang£ cosx-l-i tang^.ff cosx — j^tang*5cos3x...-f-const. ; 

et puisque l’on doit intégrer entre les limites y et y, il vient 

2' = ( cosx' — cosx) Ung5 4-^ ( cos3x' — cosSx) Ung^.0 
( cosx' — cos x) langui? 

mais en général 


cosmx'— côsmx = asin j(x'4- x Jsm®(x *')• 

de plus 

‘*”«^=11^» 

partant 


(9) 

OU 

(9) 


2'=aCUng5 — iUng^5)sini(x'-f x)sini(* — x') 
“1-Tî*«ng’-® sînf (x' -t- x)sini(x— x') 


>■) 


série qui sera nécessairement convergente, si tang.9< i. 

Quant à U formule exacte qui donne l’aire 2 du quadrilatère 

correspondant 


( »7 ) 

correspondant sur U terre, la voici suivant M. Lagrange, 


(lo) 


«*ngï2= , ° tangi(* — *')» 


(Voyez le Traité de Géodésie, pag. i 85 ). 

Si on voulait appliquer les nombres à ces formules , et avoir T 
2' en mètres quarrés, il faudrait multiplier par /■* tous les termes 
du second membre delà série (9), r étant, comme plus haut, le 
rayon moyen delà terre, ou GSGôigô"’; parce que cette série est re- 
lative à uuesplicre dont le rayon = i. Il faudrait en outre multiplier 
la valeur de Z déduite de la formule (10), et exprimée en parties 
du quadrant, par le ; de l’aire de la sphère terrestre, c’est-à-dire 

par 7T étant le rapport de la demi-circonférence au rayon ou 

3 ,i 4 i 5 . .. ., vu que cette formule donne l’aire cherchée en parties 
d’un triangle sphérique tri-rectangle. 11 serait encore plus conve- 
nable de prendre pour r le rayon de la sphère dont la surface 
s’écarte le moins possible de celle de la terre dans le lieu représenté 
par la carte (Tmité de Topographie, pag. a 5 ). 

Si on comparait les valeurs numériques des aires Z et Z', et cela 
serait très- facile, on reconnaîtrait qu’elles ne sont point égales, 
comme dans la projection modifiéç de Flamstéed; cependant les 
deux formules (9) et (10) rentrent l’une dans l’autre, lorsque les 
ordonnées y et y" sont très-petites et très-peu distantes entre elles. 


Mais de quelque nature que soient les méridiens et les parallèles 
de la carte, on peut assimiler des petites portions de ces courbes 
à des arcs de paraboles, et trouver, par suite de cette hypothèse 
admissible , l’aire de chacune de ces mêmes courbes avec toute 
l’exactitude désirable. Supposons, par exemple, qu’on veuille Faire 
de la courbe d’un méridien depuis l’abscisse a: = 0 jusqu’à l’abscisse 
x — k, ce qui pourra toujours avoir lieu en transportant l’origine 
des abscisses à celle de Faire que l’on considère. On divisera l’abscisse 
k en un grand nombre n de parties égales, ensortc qu’on aura 
x=.k ^ net-, et l’on calculera par l’une dus formules exactes di| 

S 
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B* a les orilonnees correspondantes aux abscisses 

o> «» f« ”* 

ordonnées que nous désignerons par 

J> y> y" y f •/“’> 

ou bien on les déterminera graphiquement, si la carte est construite 
sur une grande échelle. 

Cela posé, la question sera réduite à calculer les aires parabo- 
liques comprises entre r el^"; entre^'" et etc. Or remarquons 
que les oialoiiiices_;'', y" . . . sont alors des' diamètres de paraboles , 
tandis que les cordt-s qui joignent les extrémités de_^-", de y"y" . . . 
en sont des doubles orduiuiées. Cliacuue des aires partielles sera 
donc composée d'un trapèze cl d’un segment parabolique; alusL 
ta première aire partielle aura pour expression 

'-^>=1 (r+ 4y+yy, 

cap tout segment parabolique est les deux tiers du parallélogramme 
circo iiseril . et ce parallélopr.appue est ici équ ivalent a uu rectangle 
qui a pour base « et pour baiiteur ^ 

raison la deuxième aire partielle sera 

g(7"+4/"+r’)> 

et ainsi de suite. Donc l’aire entière S, comprise entre jr == o et 
x = na, sera donnée par la formule suivante, 

S = l(j- y- 4/ + v" + 4y" + qr ’• . . .+ , 

dans la supposition que n est un nombre pair, et que a, y, y’. 
sont exprimées en mètres. On commettra d'autant moins d’erreur 
dans révaliiaiiiin de cette aire, que l’intervalle a entre deux ordon- 
nées consécutives sera plus petit. 

La méthode par laquelle ou déterroiue aùisi l’aire d'une courbe 


( 19 ) 

rjnelconqtie est connue depuis long-temps j mais elle vicnl d'èlrc 
perfectionnée p«r M. Legendre, dans un ouvrage ayant )>our titre: 
Exercices de calcul intégral , pag. ’ii-j et suivantes. Voici, d'après 
ce savant géomètre, le précis d’une autre méthode générale qui est 
préférable à quelques égards, et dont l'applicatioti peut être très- 
ulilo en topographie. 

Soit généralement J- = J") l'équation d'une courbe plane, et 

supposons comme ci-dessus x= ntt, n étant un nombre entier d’au- 
tant plus grand qu'on desire plus de précision dans l'évaluation 
de l'aire cherchée. Les ordonnées 

. 7 -, /, j", :r”, 

correspondantes aux abscisses 

O, î<t, a, \<t, («—;)“» 

poiirront être représentées par les fonctions 

Fif), F{\x)....F{x-\x), F{x)i 

et si on mène par les extrémités àc y,y" dtis parallèles à 

l’axe des x, terminées aux orHonncea y, y ^ y” , y "). ... il en ré- 
sultera une suite de rectangles qui représentera à très-peu près l'aire 
cherchée de sorte qu'on aura par une première approximation 

S = flt[F(è») -h F(jx) ■+■ F:^x) -I- F(x— ia)J 

les ordonnées • soil donc les seules qu’il soit néces- 

saire de calculer. 

Désignons par la somme des termes qui composent 

le facteur polynôme du second membre, et dénotons par Ç l.r 
corrrcction à faire à cette première valeur approchée pour en avoir 
une plus exacte, 

5 = aS/'(x-f- ja) -1- 

Maintenant si on prend les différences finies de cette équation 
et qu'ou fasse varier x de la quantité a on aura 

AS = xF^x -f- ia) + ; 


l 


d’oîi 


( ao ) 

AÇ = AiS — *F(x + -i*). 


Pour développer les deux termes du second membre par la série 
de Taylor, on remarquera que 

37**^3 '3F“ +a.3ï?’*+ •" 

et qu’à cause de dS=jdx, on a 

Vf ~ - etc 

J^ = Zc = n^)‘ £-2? 2F^» 

ainsi d’une part 

^S=aF(x) + ^^+ 

et de l’autre 


t’ d-fXx) , 

T3 "3:7“ + 


Ji;x + ia) = F(a:)4-i« 


._ rfF(r) » ^ . cl‘r(x) 


Jj: 


3.4 dx* 


Z34 “ST 

3^fXx) . 

ro .u-< ' ■ 


donc en ôtant de la première suite celte seconde multipliée par a, 
et réduisant, on obtient 

~À~r~ fT‘~ ■ ^ -1 — i ') -t- 


passant de celle différence finie à la valeur de g, ou reconnaît surw 
le-champ que 

e — — _i_ , .V + constante. 

M. Legendre cbcrclie" par un procédé très -élégant la loi de 
ectte série ; mais à cause que l’on peut dans la pratique prendre <t 
assez petit pour rendre suffisant le premier terme que l’on vient 

de trouver , il s’ensuit qu’en désignant par ce que devient 1a 
fonction à l’origine de x, et déterminant la constante précé- 
dente de manière que x et 5 soient nulles'en même tems , on aura 

s=.îfr*+i.) + £;(i^>_î2î!). 
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jponr Faire qu’il s'agissait de trouver. Si les valeurs des coefliciens 
difTérenliels devenaient iufiuies aux limites de l'intégrale, c’est-à- 
dire, si à ces points les tangentes à la courbe étaient parallèles aux 

ordonnées, car en général = ^=tang 9, n' 5, cette for- 
mule se trouverait en défaut; mais il serait bien aisé d'éluder cette 
difficulté en cherchant par un antre procédé Faire comprise entre 
une de ces tangentes et l’ordonnée voisine : voyez d'ailleurs pour 
de plus amples détails, l’ouvrage cité de M. Legendre, pag. 3i3. 

Les deux formules précédentes donneraient avec une simplicité 
remarquable. Faire d’une surface curviligne quelconque dont ou 
aurait la projection sur celle de Flamstéed modifiée, puisqu’une 
telle surface et sa projection sont toujours équivalentes. 


Rectijîcation des Courbes de projection. 


5. Si l’on se proposait de rectifier un arc de méridien ou de 
parallèle, ou de toute autre courbe sur la carte, ce qu’il y aurait 
de plus simple à faire pour se Iramer à une exactitude suffisante, 
serait de coosidéfer chacune de ces courbes comme un assem- 
blage de petites lignes droites dont les coordonnées des extrémités 
seraient données par les formules exactes (5) et (4), ou par la mé- 
thode graphique. Cependant, si, pour plus de précision, l’on voulait 
employer à cet effet les rayons de courbure, on trouverait pour 
celui Ç d’un méridien , et à cause de 


ç= 




£r 

dx* 


, daus le cas général , 


ç = 


rserj 


f in ( (cot X CO» 6 4- a tangy sin 6) * 


et pour celui d’un parallèle 


y/ r sin* A sîn* y 

^ cos^S' coty (sin‘y-t-Cü6* >) * 

r étant comme ci-devant le rayon de la terre ; mais afin d’avoir une 
série de rayons de courbure de la meme courbe, Il serait néces- 
saire de faire varier l’abscisse A , de grade en grade, par exemple, et 
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de calculer lis valeurs coWespondanlcs de ^ et de d ou de fl'. Sup» 
posons que pour l’abscisse A+ i®, l'ordonnee y devienne et 
que 6 se change en 9/, alors l'aniplilade de l’arc de meridiea à rec- 
ti&cr J et commençant à l’extrémité de l’ordonnée y, sera 

(loo® — fl) — (lOO® — fl,) = 6^ — fl = U, 

et cet arc A/s aura pour longueur 


TT étant la demi -circonférence d’un cercle dont le rayon =s i . Même 
observation pour la rectification d’un arc de parallèle , et pour celle 
de la projection d’un arc de plus courte distance quelconque. 


Au point où un méridien coupe l’équateur on a A = oetfl = o; 
circonstance qui rend iudétermiuée la valeur précédente de mais 
l’on trouve dans ce cas 


c= 


ar 

ùu a^ ' 


Quant ^ la valeur de elle devient infinie à la même latitude 
X — -ff aj-:» rllp eo atmi cnnc fi^rnii» indclciTainée 

pour tous les points oiiys=o, c'est-ii-dire , pour tous ceux où les 
parallèles de la carte coupent le méridien principal entre l'équateur 
et le pôle; cependant on a alors * 


^ tang 

jfimt Hypothèse , la terre étant un ellipsoïde 
de révolution. 


Étjualions exactes et approchées des courbes de projection des méridiens 
et des parallèles. 

6. La considération de rexcentricitc de la terre rend la plupart 
des questions précédentes beaucoup plus diincilcs à résoudre, si 
l'on a pour but d'obtenir rigoureusement les coordonnées de la 
projection d'uu point, quelle que soit d'ailleurs leur étendue* 
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Dioait-Duséjour a U preiçier cDTisagé cet objet sous ce point de 
vue, dans le deuxième volume de son Traité analjtique du mou- 
vement ofiparoal des corps célestes ; mais je vais eupgser une mé- 
tliodo de ouleiil qui , par sa simplicité et sa gcuéralité, mérite, je 
crois, U préférence sur celle de ce savant. 

Puisque, pour projeter sur la carte de Cassini un point dout 
la latitude et la longitude sont connues, il est naturel de faire 
usage de scs distances à la méridienne de Paris et à sa perpenJieu- 
laire, et que c'est d'ailleurs de celle manière que l'un peut aisément 
parvenir à tracer les projections des méridiens et des qiarallèles, 
clierchons les formules relatives à un triangle spliéro'idique 
rectangle, c'est-à-dire à un triangle formé par deux portions de mé- 
ridiens et un arc de plus courte distance perpendiculaire à l'un 
d'eux. 

Pour cet effet, soit MM' = r ctst arc de plus courte distance 
sur la terre elliptique ayant pour axes an et af> ; 

L et L les latitudes des extrémités M et M' de ce même arc 
supposé pcrpcudiculairc au méridien qui passe par le point M-, 
la différence en longitude des points jMM'; 

Enfin, soient A et A' les latitudes réduites des cxtrcuiités de s, 
ou deux angles tels, que 

tangA = ^tang£, tangX' = jtang£'; 


on aura, d'apres la propriété de la ligne la plus courte sur le sphé- 
roïde terrestre, ces deux équations différentielles 


f ï,/ / fl* j«in’ a' + b* ro'* x' 

= — dX COS X V/ A : ► 

V C0«‘ A* — CO»* A 

en» hdK* /a* 

a CO» a' V CO»*./ — CO»* A 


( Consultez le n* 7 de ma Topographie^ Ou le n* 24 du Supptémeht, ) 
J’ai fait voir dans cet Ouvrage comment M. Legendre rend très- 
facile rintëgraüoii de ces formules, par rinlroduclion d’un angle 
Buljsidiaire et quelques transformations ingénieuses : toutefois elles 
5 € prêtent assez aisémeul à celte opération, ea chsingeant sous les 
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fl* — fl* 

radicaux les cosinus en sinus, et y faisant pour atréger —p— = 
En effet on a d’abord 

^ _ y 7 qr 7 iü?ÿ. 


( ^in*^ — sin*x' )• 


dp-—- 


cct^cruK'JK' v'T+éSÎu'A'; 

(un*A — «in* a')* 


puis développant le facteur V'T+^lïïTÂ' jusqu’au ternie de l’ordre 
e* inclusivement, les premiers termes des valeurs de tis et <fip seront 
respeclivemeat 


Wsin / 


OU biea 


(8iO*> — • lin'x')» 
fim a' 


et — - 


C08 X COB >,*dK' 


COS* a' (sin* A — sia* a' ) » 


d.- 


sin A 


d — 
b rang A 

et — -* 


X* 


/ 8in‘A'\ï tang» A'y 

V ein‘A'^ *\ tang* A ^ 

Car par les formules trigonoméiriques connues l’on a 

a:n» x-^in»X' = sinfX-4-VlsinfA— A') = CUnfi*X— tang‘A')cosV.cos‘X'. 

Quant aux autres termes, ils seront de la forme 

J u^du 

A y 

et par conséquent l’on aura en général 

/ V“du uT- 'S/V^' , u’^du _ 

si donc l’on intègre, il viendra , à cause de i — t« +l‘‘- • ' • 

i = [i +i ‘ ^ ) 

t 

» . 4 .-.r»'nA'/ »in*A’\=~| 

+[i.*s.n*A-^t‘sintx][_^(t ---n:; J 


. • tin* A 'v~q 

— 3, s* sm X ^ J » 
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» = «rc(co5=^j) 

— t - — je* — Vî-e* sia* X] cos A^arc ^cos = 

+ , p^in > l ' / «in* aM ~| 

rVe'sm’XcosX — (i ) . 

“ Leiox \ fiQ*Ay _) 


sin 

*iax/J 


II n’y a point de constantes à ajouter, parce qu’elles sont milles 
«n même tems que s et en efTet A' se change alors en A. 

Maintenant soit 


/ HnA\ 

«■ = arc ( cos = -r— ) , 

\ »mA/’ 

ou, ce qui revient au même. 


et ûi = arc (^cos s: 

\ tangA 


COS9- 


s'in a' 

Bin X * 


COS» = 


tangA' _ 
UngA 


-or ces deux relations appartiennent évidemment h un triangle sphé- 
rique rectangle dont Jes côtés de l’angle droit sont (ioo° — A) etr, 
et dont l'angle opposé à a est a. Déplus il est remarquable que 7 
-est précisément l’angle anxillaîro employé par M. Legendre; parlant. 


langai 


tangr 

COB A * 


BmV/ 
Nn A \ 


am’A/ ' 


sia2T 


jin^A' / Nn'x' 
iin^X\ • *in*Ay 


cosV sins'=Jsin4»'-l-isi't2yi 


«l par conséquent 

| = (i-|-iï8in*A — ^t*sin<A)r | 

+ ( j « sin* A — 3'^ 6* sin^ A) sin ar ? (A.) 

— tIj t*sin^Asin4»' * 

-p = «— [A« — !*•— I 

■+■ ÿg<* sin*A cos A sin ar. J ^ ^ 


Comme il est utile en outre d’avoir la valeur de er en fo’nction 
dej, je vais retourner la série (A), et employer à cet effet la 

4 


(C) 
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i>miule de M. Laplace; savoir, 

+ 

daos laquelle = et qui a lieu lorsque 

«ç=a-t-s^'(i)j (D) 

? et y désignant ici des fonctions quelconques. 

Or afin do donner à l’équation (A) la forme de celle (D) il con- 
vient de jireiidre la valeur de 7 et de la développer jusqu'aux termes 
«n »* inclusivement; de cette manière ou trouve 

= ï + '[^ — ï I ^siu<A 

• ~ î sin'X -i- sinar sin^A ■ 

"+• fss* «‘‘4’^ 

d’où l’on voit, eu comparant ce résultat à (D), que l’on a ita=»T, 

J . 

T et 




(D-) 


ç(») = ^{(t) = — i ^ siu* A 4 - c ~ siii< A — g sin ar sin* A 

+ T» * sin* A J-], t sin 43' siu* A ; 

et comme ici 

/(“) = ®’> /{")— i> 1 on a - =f(a) = i , 

par suite 

-f-ï^£siii4(Qsin*A, 

d. r» WW] = i sîn a -f gtg sfn» a 0) sin* a] . £ 

= S S s*“4 (s) 
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Donc U série (C) se chamje ea celle aulre 

== j(* — t‘ sin*A 4- sin<X) 

— sina0^[ ji sin'A — -[^«‘sia^X] 

ce qu’il fallait trouver. On parviendrait aussi k cctle série par la 
inélhode des coelEciens indéterininés; mais le calcul, quoique plus 
élémentaire, serait néanmoins un peu plus long. 11 faudrait, dans 
ce cas, supposer 

^ = + (F) 

et tirer de là 

sin aff = sina +aPs.COS 
sin 4*’ = sin 4 ; 

car en substituant ces valeurs dans la série (D') ordonnée par rap* 
port à f, puis la comparant terme à terme avec la précédente (F), 
on aurait autant d’équations de condition qu'il y a de coefficiens à 
déterminer. 

Les résultats (A) , (B), (E), qui sont les mêmes que ceux auxquels 
M. Legendre est arrivé par une autre voie, mettent à même de 
résoudre ce problème : 

Etant données la latitude L du pié M de la perpendiculaire s et 
cette perpendiculaire J déterminer la latitude U et la longitude ^ de 
son extrémité M'. 

• 5 . ^ 

En effet la relation tangX=- tangZ fera connaître la latitude ré- 
duite A; la formule (E) donnera l’arc e\ de la relation 

sin X' = sin X cos 7, on obtiendra X'*, et au moyen de celle -ci, 

langZ'=j langX', on aura la latitude Z' cherchée. 



( 28 ) 

Ehsaile an moyen de taneai = **" - *’ , ou de cos et = ÎÎ2Ü. 

^ ® en» X ’ Ung ^ ’ 

aura l'angle a; et enfin la formule (B) fera counaltre la longitude f 
du point A/'j comptée à partir du méridien de Aï. 

Mais remarquons que comme l'on peut très-Bien dans la prati- 
que, se passer des termes en quelle que soit même l’amplitude 
de l'arc s, on aura simplement alors 

O- = ^(i — :;É sin‘A) — |e sin*X sina^j^, 

ou réduisant en sccoiules et mettant en facteurs 

= y { ‘ — i‘ S'"’ ^ — g 7 s*“ 2 , 

r" désignant le nombre de secoudes contenues dans un arc égal 
au rayon ; enfin prenant le logarithme de chaque membre et 
appelant AC le module = 0/^3429448 , on a 

(G) log 7 =: I 6 g ^ r* — -j sin* ^ ^ tA' sin’ X . ^ sin 2 r’^. 

Pc mémo y ^ ^ 

^ = a — ~ efl’ COS X 

on tire, en prenant la tangente de part et d'autre, 

< - A =Umg»— î€3‘cosX — le9‘ cosXUng*^^; 

‘«‘•oT co»A taog« b » » 7 

mais tanc» = : donc 

“ cos* ' 

‘*"6 P — ^*- C* — *“g^) — > 

•I de là 

(II) log tang«> = log iiA I tangir — itX ^ 

par ce moyen la détermination des angles et ^ a lieu par les 
logarithmes à l'aide des deux seules formules (G), (H). Passons 
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Hiainlenant à la solation du problème inverse qni est celui qno 
nous avons principalement en vue , et qu'on peut énoncer ainsi : 

La latitiufc et la lorgitude d’un point étant connues, trouver ses dis- 
tances à ta méridienne et à la perpendiculaire dun autie point connu. 

Par exemple, L' et ÿ sont données, il s'agit de connaître A et a, 
par suite L — A et A étant la latitude de l'origine des axes; car 
telles sont , sur la projection de Cassiui, les coordonnées rectangles 
d'un point quelconque. 

D'abord on a, par ce qui précède 


C«) 

O) 

(O 

(d) 

(e) 


sinA' = sinA coso'; 

UngV 

cos et = -2- ; 

. tane r 

tangai atn — 

ai = ^ + jéfl- cos A ; 

s = 1>J {i + 7 * sin* A) -h fie sin*A sm sr.. 


Prenant le sinus de chaque membre de l'équation (d) , on obtient, 
en se bornant aux termes de l'ordre e, 

sina = sinÿ -f- je cosA cosÿ sine’; 

divisant celle-ci par l'équation (b) et ayant égard aux relations (c) 
et (a), on trouve 

$109-= (sin^ 4- sin fl" cos A cos^) cosA'; 

de là 

sine = sinÿ cosA'. (i -j- je cosA cosA' cos ÿ). 

Elevant cette valeur an quarré, ainsi que celle de cos 7 déduite 
de la relation (a), puis ajoutant, l'on a 

I = sin’Ç COS*A'(i 4 - s-COSA cosA' C 0 S^)- 1 - 
d'où l'on tire aisément 

, (in a' / , , cof A CO» a' COI s sin’e CO»' a'\ 


(3o*) 

Maintenant soit •f' devient K lorsqae c es o ; on a alors 

sinX= sin4 (i + -je C0s4 sin*4 cosf sin*ç cos A.' col* A') ; 


• » I éin A *1 t •« 

mais parce que sin ■<L = - il « ensuit «ne 

^ ^ y/ 1 — lia* s CO»* a" ’ 

f«g*' . 
co»s ’ 

donc l'équation précédente se change en la suivante 

sin A = sin 4 -f- cos*4 sin*4 cos A* cot A' sin*^ ; 

et donne le sinus de la latitude réduite du pié de la perpendi- 
culaire. Mais pour obtenir directement cette latitude, faisons 

A 4 “i" y 

t 

M étant nn coefficient à déterminer; et prenons le sinus de part et 
d'autre, nous aurons 


tang4 


sinA = sin 4 + cos4> 

Ces deux valeurs de sin A devant être identiques, il s'ensuit évi- 
demment que 

"■ ~ M — - rTtJST4^sîn*4 cosA'COlA' sln*p; 
donc 


A ï = 4 + T * cos 4 sin*4 cosA' cotA' sin*^, 
ou bien faisant slu7' = sln^ cos A', pour abréger, on a 
(h') A = 4 + î‘ sin4 cos*4 tang^. 


Ayant trouve de la sorte la valeur de A, on calculera celle de 
cos s au moyen de la relation (a), puis l’on déterminera s paj' la 
formule (e). 

Voici la réunion de toutes les formules par lesquelles on devra 
passer successivement pour effectuer ces calculs. 

ou Z' — A'=g^)sina/:' 


cos4 sin*4 cosA' cot A' sin*?. 


(0 

Cd) 

K^) 


tangA'=-tangL', 
cos^ 

? = 4”l'ï^" 


Ung 4 : 
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l«ng£=: jUngA, ou Z— A :=Q-^-|^siaaX . 


(l) abfcis** X = ^{L — A)+i* p[Z — A^3/'sin(Z— A)co»(£4-A)], 

(m) s , ou ordonnée J = ^ ( i -f- i t sin* ^ j Ai sin* A 5În ay. 

Aux trois dernières équations de ce système on peut substituer 
ces trois antres : 

(k') log 8inff= log.sinÿ cosA'-f- ïsAT cosA cos A' cos?, 

(!') logx = log * . 

(m') log/ = log ^ *4"ï'AC sin’A sii»*A.-; ^ sinaj-. 


Pour obtenir les coordonnées (îcs points d'intersection des mé- 
ridiens et des parallèles, menés de décigrade en décigrade, par 
exemple, on fera, dans CCS formules, croître successivement d'un 
décigrade les angles ? et /•'; mais si on voulait tracer séparément 
nn méridien et un parallèle, ît fauJi-aU cNÔlcmtricnt , pour la pre- 
mière courbe, supposer? constant et V variable; pour la seconde 
courbe, au contraire, considérer ? comme variable et I' comme 
constant. La recberebe de ces coordounées serait singniicrcment 
simplifiée, si Ton formait une table qui donnât A par £, et rés'i- 
proquement; ensuite deux antres tables qui fiisscnt relatives, rtinc 
à la rectification d’un arc de méridien connu par son amplitude ,. 
l'autre à celle d'un arc perpendiculaire à ce méridien. 


7. Les formules précédantes sont donc très-générales, et il est 
remarquable qu’elles s'identifient avec celles que M. Oriani a pu- 
bliées sans dénaamtrstliaa danses Opit»culi (Milano, 

i 8 ofi) , en changeant sin 9-' en 9' dans (li'), faisant sin »':^sin?cosi' 
an lieu de sin r' = sin? cos A', et ebaugeant de même A' en 1 ! dans 
la valeur de Iang4'rcq qui reviaut à supposer l'arc j' petit: mais 
une pareille bypolhèse , quoique presque toujours permise dans la> 
pratique, restreiadrait trop Fosage de nqa formules. Toutefois rom 


i 

'\ 
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peut, sans îoconvénieDt, aacrifler quelque cboae de leur exactitude,* 
et rendre par ce moyen le calcul des coordonnées d'un point à 
peu près aussi simple que pour le cas de 1a terre sphérique : c’est 
ce que l’on va voir. 

Prenant la tangente des deux membres de l'équation (h), et s'ar- 
rêtant, comme il a été prescrit ci-dessus, aux termes en c, l'on 
aura, à cause de la relation (i) 

2 tangZ = tang>}/ (i •+• -js cos-vf. tang4 cosX' cotX' sin*ç), 

d'ailleurs tang4 = - ainsi 

tangZ = -f-ie cos 4- cosX'^i^Y, 

mais le degr'é d'approximation étant fixé aux quantités du premier 
ordre, et la valeur de cos 4' étant, par ce qui précède. 


cos 4 • 


CO«t CO»» 


CO»f CO» » 

^ I — «in* ? cos* x' *** *' " 


on P«»>», le seco nd mem bre de l'éq^iati on précédente, changer 
cosâ' en cos L, et cost' en cos a’; alors on a simplement 


Ungi = -f-î£ cos* Z' 

° co»e \ co»ï/ 

Observons en outre, que 7 = aux quantités près du pre- 

mier ordre; ainsi en considérant j comme réduit en secondes , on a 


tang Z = ^ 


«io’e\'_ 
COJ^ J ’ 


mais dans la supposition de la terre sphérique 

(a) sin y =: siuÿ cosL', et tang^ = tangp cosZj 

on a donc enfin 


(p) 


(q) tang Z = î^£(, _f.i* ung/ sinj), 

( i) c‘ log langZ = log -+- î sA: Ung^ sin^; 

réciproquement 
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réciproquement ^ 

(r) log ungi'= log.lang/i cos^ — \iK lang^- sinj^. 

Les formules (n) cl (q) feront connaître conjointement la lati- 
tude vraie L du pié de la perpendiculaire j, au moyen de la lati- 
tude et de la longitude vraies 11, ^ de l’extrcmité de cctlc ligue; 
la formule (n) ou (p) donnera même l’amplitude de la perpendi- 
culaire,/ avec une précision sullisantc, la longitude ^ fùt-clle de 
g degrés; de sorte qu’en multipliant celle amplitude évaluée en 
secondes, par le rayon y' de courbure correspondant et exprimé 
en mètres, ainsi que par sim", le produit sera l’arc jr exprimé en 
même mesure. • 

Quant à la valeur du rayon de courbure y'. Userait convenable 
de prendre celle qui correspond à la latitude du mUieu de l’arc j'; 
mais vu la très-petite excentricité de cet arc, il n'y a pas d’inconvé- 
nient à prendre la valeur qui a lieu à l’origine de y, si cet arc est 

d’un très-petit nombre de degrés; ainsi y' = r (*)• 

(i— c'sin’t)* 

Lorsque la différence des latilndes L, Il est très-petite, on l’ob- 
tient péniblement par la fomnulo (q) , parce que le log langLdoit' 
renfermer 7 décimales; mais alors il est plus simple et plus exact 
de calculer directement cette différence. Or, pouvant dans cette 
hypothèse, écrire j' au lieu de tang/ sinj^ dans la formule dont 
il s’agit, on a 


(*) Rigoureusement parlant, un arc de plus courte distance perpendiculaire 
au méridien est en général une ligne à double courbure^ mais son écart de la 
section faite par un plan mené suivant la verticale de son origine et perpendi^ 
cniairement au méridien, est si petit , qu'il est permis dans le cas actuel de le 
supposer nul. De plus, en remontant aux expressions des demi^axes de cette 
section que j'ai données ( 9 , Supplément à la Topographie ), on pmuvera 

aisément que son excentricité = o, ou ^e, ou =e; e étant l'excentricité de 
l'ellipse génératrice du sphéroïde, en supposant lo dcmi'grand axe=: 1. 

5 



I 


( 


Maistb cause de 0 = , > , on a en outre 

cos L ’ 


tangZ — langZ;' = UngZ' = 


tin en — A ') 

COf À COi il * 


cl comme, par supposition, L différé très-peu de Z', il est permis 
de faire cos Z = cos Z', et de prendre l’arc d'une très-petite ampli- 
tude pour sou sinus ; ainsi 

Z — Z' = tangZ'.(i -4- • cos* Z'), 

on même en réduisant en secondes, et supposant <]ue_ 7 ' est donné 
en mètres , 

(q") Z — = tangZ'.(i-f-e*cos*Z'), ^ 

TU d'ailleurs que 


Nous voilà donc retombés snr nne formule très-connue et qui 
comporte une exactitude suflisanle, quand même la longitude (p 
serait de 5*; mais au-delà de ce terme les erreurs qu’elle donne- 
rait d eviendraient très-sensibles suruneprojec tion faite au 5oooo^*“'. 

• H’ suit de là que si l’on désignez — Z' par x, on aur». pour 
l'équ&tion approchée de la projection des> parallèles, relativement 
à la terre supposée un ellipsoïde de révolution, 

(G") X = ;_^* langZ'.(i -}-e* cos* Z') 

laquelle est à la parabole et ne diffère de celle (6') du n“ a que 
par le terme e* cos* Z' dépendant du quarré de l’excentricité. 

Quant à la projection d’un méridien, elle sera encore donnée 
soit par l’cqualion (i), soit par celle (5) ou (5') du numéro cité, 
parce que ces dernières ont sensiblement lieu pour la terre sphé- 
rique comme pour la terre sphéro'idique ; mais afin d’appliquer 
maintenant le calcul à ces équations, il. serait nécessaire d'expri- 
mer X et r en mètres; et d’écrire ensuite - et — , , au lieu de x et 
■J y y 

de_ 7 '; j-et^'étant les rayons de courbure de ces coordonnées. 
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Rcchcpche des angles formés par les pmjectîons des méridiens 
et des parallèles, 

8. Le* équations (n), (p), (q) sont sous une forme telle, que 
l’on peut déterminer très-facilement l’angle que la projection d’un 
méridien ou d'un parallèle fait arec l’ordonnée d’un de scs points. 
Par exemple si, comme dans le n“ 5, /«' est l’angle forme par un 
méridien de la carte et l’axe dcs_7-, on aura la valeur de tangm', 

ou de y^; (y étant le rayon de courbure du méridien dans la sup- 

position que le rayon de l'équateur = i), en dilTérentiant les équa- 
tions (q) et (il) par rapport à L, L' etj', et faisant attention qua 
L et L' augmentent quand ^ diminue: toutes opérations faites 


Aï. 


XKsgné r=y jé = — y 


cm V cos’ t, r I I . -s 

-T — rn C* 

smf iin /y cos* L cosf ' * ' 


ou plus simplement, à cause des relations (ii) et (p), 

tangm' =-y L+î* ^ ^sy^mlL cüs'i. + sinrY. 

O ' cos^ tang^ sin Z* • ' cos^ \co9^ * *^/* 

résultat qui se vérifie, car, lorsque c=o on retrouve précisément- 
la valeur de cotS obtenue relativement à la sphère. 

On sait par la théorie du n* 7 (^Topographie) que l’angle corres- 
pondant M' sur la terre est donné par la formule sinü/' = - 


CO» A 
' CO>*'’ 


Soit en outre, comme dans le n‘ 3, S' l’angle que la projec- 
tion d’un arc élémentaire de parallèle fait avec l’axe des x; on 
obtiendra, en faisant varier L, y et ^ dans le même sens, et con- 
sidérant qu’alors L' est constant , 

“'«' = > K = ^ + i . -8/ »"/)■ 
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oa, simplifiant à l'aide des relations (n) 'et (p), il Tiendra 
cot9' = (■ 4- ï‘ laog/ sia J'’) 

Lorsque c = o, on a simplement j = i et 


col6'= Ungr = langj' tangL, 

comme je l'ai trouvé dircclemcnl. 

I,es valeurs numériques des angles m' et 8 servent à déterminer, 
sur la carte, les directions des méridiens et des parallèles, et par 
conséquent leurs intersections avec les ligues du cadre, ainsi que je 
l'ai déjà fait remarquer; cependant, en pareil cas, l'opération gra- 
phique, que j'ai indiquée au n° i6du Supplémenta la Topographie, 
peut tenir lieu de tout calcul. 


Applications de quelques-unes des formules précédentes. . 

Q. S oit L' = 59 ° 56' 23 " la latitude de l'extrémité M' de l'arc s 
ou y perpenilieulaire au méridien qui passe par fauvr^-aalrémité M‘, 

^ = 56“ 55' 45 " la différence en longitude de ces deux points ; 

A = 56“ 3a' i" la latitude de l'origine des coordonnées x, j, ou 
d'un point situé sur le méridien de M-. 

On demande les valeurs de ces coordonnées. . 

Nous ferons d'ahord usage des formules (f), (g), (h), (i), (l), 
(1), (m), qui ont toute l'exactitude que l'on peut desirer, et nous 
supposerons l'aplatissement de la terre de yfj, afin de profiter des 
valeurs que nous avons déjà obtenues pour a et £,page 3o, Snpplé- 
mentà la Topographie; ensuite nous ferons voir que les équations 
(*’)» (p) (* 1 ) P'învent toujours remplacer les premières, pour 

projeter des points sur la carte de Cassiui ; voici le tj'pe du calcul 
de toutes CCS formules. 


( h ) 

Calcul de rabscisse t. 


•«g 5=9.9986978 

I = 0,2375061 
] tangX'=o,2362o5g 
c log<p =0,09535 97 
1 Iang4 =o,33i5636 , 


*°S-‘5^==’>79a64 

1 sin*->(/ =9,91464 

1 cos 4 = 9.83575 
1 cos V = 9,70073 

X'= 59 * 5 i' 54”, 65 1 cot X' = 9,76580 

1 sin* $ =9,55075 

4=65” o'4a",94 somme = 1,34829 
-f- 22 ", 3o aa",3o 


Ainsi lat. réduite du pic 

de la perpendiculaire. ,.X=65* 1' 5", a4 


log tangX = o,33i686a 
log ^ = 0,001 3o 22 ' 
log tangZ = 0,3329884 
lat. du pié de la perp. Z =^65” 5'i",8 
latitude A = 36 32 i 

Z — A ou amplltudo do jO* 35'u",0 

x"= 102780" 


log x"= 5,01 19086 logi = 9, 39794 log jf/ir/'= 2,6 o 65 i— 

logi =6,8032283 loge =7,77924 e log x"= 4,9880g 

log sio i"= 4,6855749 logA= 9,63778 lsiii(Z—A)= 9,67956 

6,5007118 l2'term= 6,81496 lcos(Zi-f*A)=9,3o4oo— 
2' terme -l-o,ooo653i 
3' terme +0,0003784 


1 5' terme=6, 57796+ 


logx=6,5oi7433, d'où x= 3174997“= 1629009'. 


Calcul de l’ordonnée y. 

log sin X' = 9,9369390 
c log sinX =0,0426603 

log eos»' = 9,9795995, = 17* a5'a8",5= 62728", 5 



log?t= 4 , 7974 C-Î 9 

logi= i,4888o32 

fi^âSeâæT 

a'ierme = o,ooo 5366 
3 ' lcmi« = o,ooo 5 o 4 i 
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log-jtÀ'= 6 , 8 i 4 r)G I a'fcrme=6, 73964 

log sin*X = 9,9 «4 08 log J /•" = 5,0 1 340 

1 2' terme =6,72904 c log !T = 5,20254 

1 sin23=9,75(x^ 

1 3'terme=6,7^5S 


log/ 3=6,2875088, d’où/= 1937799" = 994235'. 

Suivant les forraiJes cltees de M. Oriani, dans lesquelles les 
termes en «*, ou ceux qui contiennent les quatrièmes puissances 
(le l'excentricité sont conservés, ou trouverait ces deux résultats, 
X = 1628998', et/ = «>94321'; ce qui ne fait qu’une différence de 
II' sur l'abscisse et de i4' sur l’ordonnée. 


Maintenant pour donner une preuve de l’cxacdtude de la Ibnmile 
(q) ou (q'), calculons derechef la latitude L, en supposant les 
mêmes données que ci-dessus; et pour cet effet, déterminons préa- 
lablement la valeur de j- au moyen de l'cqualion (n) : nous aurons 

log sin^ = 9,7753675 
log cos /J = 9,6997604 

log sin/= 9,4751279, y = i’7''22' 3 o", 5 
log \iK-=. 7,11 599 y" — 62550", 3 
Tôg Ung/ = 9 ,/( 904 1 ~ - 

log 2' terme = 6 ,o 8653 

log tang£' = o, 2375 o 6 i 
c log eos f = 0,0953597 

j" terme = 0,5328658 
2' terme = 0,000 1219 

log tang L = 0,3329877 

L = 65 * 5 ' x", 65 ; 

ce (pii est conforme au résultat précédent, à la petite différence 
près do ~ de seconde environ. 

Pour déterminer / en mètres, employons la formule 

y=ysini"y. 
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y étant le rayon de courbure de l'arc/ correspondant » la ktitude 
— ^ — , n' 7 ; <>c en general 

log>-' = G, 8 o 5 i 8 ii — o,ooo 65 ii cosa-»^, pag. a 5 . Topographie; 
Tj ^ T* 

faisant donc 4 = t et mettant pour Z et L leurs valeurs 
actuelles, nous aurons 

log/ = 6 , 8 o 55638 
log sin i" = 4,6855749 
logy' = 4, 7962394 

log^y =6,2875681 
d’où ^■=ig 58 o 64 '“ 

par les formules rigoureuses • • J = '9^7799 

donc la ditrcrence est de aGS* 

\ 

Cette dlITérence est considérable, parce que l'amplitude de est 
fort grande; mais l’on u'cmploie jamais, dans la pratique, des dis- 
tances à la méridienne aussi longues que celle-ci. 

En supposant Z' = 48° ntfi r,», on no Ironvoroîl «tu contraire 

qu’une différence de 16“ entre la valeur de j‘ déduite des formulés 
rigoureuses, et celle qui résulte de la méthode abrégée ci-dessus; 
et cependant l'amplitude de cet arc serait de 6° o' 3 o", 4 : on peut 
donc adopter cette méthode dans tous les cas où il s'agit de placer 
des points sur la carte de Cassini, puisqu’une erreur de 5 o", y' 
serait réduite à i piillimctrc, à l’échelle du 5 oooo^'. 

Dans la Connaissance des Temps pour 1808, M. Prony a publié 
aussi une formule tnaB-simple pour déterminer la différence Z — Z' 
des latitudes dés cnKinités d'une perpendiculaire à la méridienne, 
et j’en ai donné une démonstration à la page 38 du Traité de Topo- 
graphie, Quoiqu’elle ne dérive pas préoisément, comme la mienne, 
de la propriété de la plus courte distance sur l'ellipso’ide de ré- 
volution, elle ne laisse pas cependant d'être asscr. exacte, puisqu’en 
cherchant , par son moyen, la tMleup de Z obtenue dans le premier 
exemple précédent, celte valeur ne serait trop faible que de 8". 
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to. La aenle tncthode usitée jusqu'à ce jour pour calculer les 
distances à la niéridicmic et à la perpendiculaire , des sonuncts des 
triangles du premier ordre , et quelle que soit l’étendue de la carte 
en longitude, consiste ( pag. ia3, Géodésie ) à mener par tous ces 
sommets, des parallèles au méridien principal et à sa perpendicu- 
laire, et à résoudre les triangles qui en résultent, comme s'ils 
étaient tous rectilignes rectangles et dans un même plan; cepen- 
dant il en résulte souvent des erreurs très-sensibles dans l'évaluation 
'de ces coordonnées. 

En effet supposons la terre sphérique, et qu'un point de sa surface 
soit situé sur un arc D de grand cercle ayant 5° d’amplitude, com- 
mençant au méridien principal et faisant avec lui un angle de 4^*) 
les coordonnées x,y de l'cjctrémité de cet arc, obtenues par la 
méthode dont on vient de parler, seront chacune de 21 ai 3a', tandis 
qu’en résolvant le triangle sphérique rectangle ayant pour côtés x, 
y, D, on aura x = aiaaio”, et ^=212090”; ainsi l'abscisse sera 
trop faible de 78“, et l'ordonnée trop forte de i\i^. A la vérité ces 
erreurs seront à leur maximum pour tout point situé de la même 
manière que celui que nous considérons , comme il est aisé de s’en 
convaincre. 11 serait donc convenable, pour rendre la méthode ordi- 
naire la moins défectueuse possible, de chois ir parmi les triangles , 
qui unissent au méridien principal le point dont on cherche les 
coordonnées, ceux qui se trouvent le plus près de ce méridien et 
de la distance de ce point à cet axe. Mais il vaudrait mieux en 
pareil cas calculer d'abord les latitudes et les longitudes de tous les 
points du réseau de proche en proche par les formules de l'art. 85 
du Traité de Géodésie, ainsi que cela se pratique pour la projec- 
tion modifiée de i'iumstécd; et ensuite déterrhiner les distances 
à la méridienne et à la perpendiculaire, comme je viens de l'en- 
seigner. Par ce moyen il sera absolument inulil^^e consulter le ca- 
nevas Irigonometriquc, pour se guider dan^R calcul ; il suffira 
d'indiquer par des signes la région dans laquelle se trouve le point 
auquel ces distances se rapportent ( pag. 88, Topographie"). 

On pourrait néanmoins obtenir rigoureusement les distances dont 
il s'agit , par la méthode que j'ai exposée d’après M. Legendre, à l'ar- 
ticle 72 de l’ouvrage précité; mais cette méthode, qui est très-utile 
pour faire CQunallrc avec la plus scrupuleuse exactitude un arc quel- 

conquu 
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conque de plus ce^rle distance, entraîne dans trop de calculs pour 
en introduire J'usage en Topographie. 

Trouver d 0 ^ formules poiu- corriger les latitudes y longitudes et azimuts 
calcides, en supposant un tiès-petit cluwgement, i*. dans l'azimut 
dedépartj a®, dans la latitude seule du Leu principal dune carte, 

II. J ai déjà donne, n* 5o du Sup. à la Top. y des formules pour 
corriger la latitude cl la longitude d'un point lié à un autre suc 
rhorûon duquel l'azimut, qui a servi à orienter le réseau trigo- 
nométrique, a éprouvé une petite variation ; ainsi , pour satisfairo 
complètement à la première partie de la proposition, il ne s'agit 
que de trouver la variation d'un azimut quelconque pris sur l'ho- 
rizon du point à rectifier et déduit du premier. 

, Soit, comme dans le n° cité, b y c les deux côtés constans, et 
A l'angle variable d’un triangle sphérique..^, By C. En supposaut 
que C soit le pôle de la terre, dA la variation de l'azimut de départ, 
et dB celle de l’azimut au point .B, on parviendra 4 trouver le 
rapport de dA 4 dB, en dilTérentiant l'équation 

cosb = cosa COSC+ sino sine cosB; 

operation qui donne «l'aLoiJ, apres avoir sul,aiiiuc a la place de 
sin c cosB sa valeur déduite de cette même équation , 


J /co« e — coso co«i\ , . . . 

da ( : ) -4- stna stn c siaBdB : 

puis réduisant , on a 

dacosC + sinn sinfJ dB = o; 
mais da = ûab sin CdA y par conséquent 


dB = —dA 


«in b co« C 


Soit donc Z l'azimnt pris du point A et compté du sud à l’ouest, 
Z' un de ceux qui ont été conclus de celui-ci et qui se trouvent 
sur l'horizun de B; on aura, en vertu de cette formule, et dési- 
gnant d ailleurs par L, L les latitudes de ces deux points, par PU 
Icor différence en longitude. 


^2,' — ^JîZ^dZ, 

eos Z.' 9 


G 


CO» Il 
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parce tpie Z et Z' croissent ou dc'croissent en aiéme leins. Ainsi, 
sans repasser par tous les azimuts intermédiaires, on assigaera sur-» 
le-cliamp la corrcclioa h faire à un azimut quelconque par suite 
d'un petit changement survenu dans celui de départ. 

Passons maintenant à la seconde partie de la proposition. iya}>ord 
il est évident que si la longitude absolue p du lieu principal 
augmente d'une quantité quelconque <v, les longitudes de tous les 
autres points du réseau, et comptées toujours dans le même sens, 
augmenteront de la même quantité. Il reste donc à faire connaître 
le moyen de corriger tant les latitudes et les longitudes de ces mêmes, 
points, avant de les projeter sur la carte, que les azimuts cooclus, 
lorsqu'il existe une petite variation dans la latitude du point 

Pour cet effet l'on regardera e,j ^ comme conslans dans le triangle 
£, C, et de la relation 

sin C sin a = siac siiv..4 


on tirera, en dlfférentiant , 

_ 


puis opérant de même sar l’équation 

^ coso = cosê co6c-(-sinê smc cos.^, 
on obtiendra, à cause de celte même équation, 

J . J, /enjr — co»a cn»ê\ 

et par conséquent 


da:=db cos C. 


Enfin égalant ces deux valeurs de da, l’on trouTera 


dC=—dè 


BÛI C 

tang a* 


D’un antre c6té , si l’on différeniie l’équation 


cosê s cosn cosc -{- sian sine cos.^. 
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(* 


dbsiah =^ * ) + «in « sia c imBdBf 

^ en*a>(«, toales réductions faites, ^ ' 

db ■= da cosC + sian sinCtf^} 
nais da = db cos C, donc 

dB = db 

im a 

Il est évident ^e L, U, F croissent en même tems que Z' 
diminae ; changeant donc la notation dans les résultats ci-dessus, 
et l'on aura pour la variation 

en latitude, dC = dL cos F 
en longitude, dF = dL^^, 

en azimut, dZ/ = — dL "" 

De sorte que 

La latiiuJe emete dû point B sera..../ U+dU, 

Sa longitude absolue et rectifiée... P F dF , 

Et un azimut quelconque sur l'horizon de • . 

ce point, de Z' qu'il était, deviendra dZ', 

Ces formules diiTérentielles , et d'autres qui se déduiraient avec 
la même facilité des formules fondamentales de la trigonométrie 
sphénque , sont d'un fréquent usage dans la pratique de l'astro- 
nomie, et leur application à la géodésie n’est pas moins impor- 
tante ; il était donc convenable d'entrer dans quelques détails h ce 
sujet; mais pour en avoir de plus amples, on pourra consulter le 
chapitre XXI de la Trigonométrie de Cagnoli, a* édition. 
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